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Soient F un corps local non archimedien de caracteristique nulle, W un espace vec- 
toriel sur F de dimension finie > 1, < ., . > une forme bilineaire symetrique et non 
degeneree sur W, W = V © U une decomposition orthogonale ou U est une droite. On 
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note M, resp. G, le groupe orthogonal de W, resp. V, et M°, resp. G°, le sous-groupe 
special orthogonal (plus exactement, on note ainsi les groupes de points sur F de ces 
groupes algebriques) . Le groupe G s'identifie au sous-groupe des elements de M qui fixent 
U point par point. On veut prouver 

Theoreme 1. Soient tt, resp. p, une representation admissible irreductible de M°, resp. 
G°. Alors dimc(HomQo(iTiGO, p)) < 1. 
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Dans Particle [AGRS], les auteurs demontrent plusieurs resultats de ce genre et en 
particulier l'analogue du theoreme ci-dessus ou les groupes speciaux orthogonaux sont 
remplaces par les groupes orthogonaux. Le cas des groupes speciaux orthogonaux a une 
certaine importance, en particulier si Ton s'interesse a la conjecture locale de Gross- 
Prasad. La preuve du theoreme 1 que Ton presente ci-dessous est une simple variante de 
celle de [AGRS]. On n'en detaillera que les parties qui different sensiblement de celle-la. 
Je remercie vivement G. Henniart pour m'avoir signale le probleme et pour des remarques 
^ . pertinentes sur une premiere version de Particle. 

On note g l'algebre de Lie de G°. Posons G = G x {±1 }. Ce groupe agit sur G°, g et 
V par 

^' In At = nT e n' 1 I n AY = cnY n~ l 



(9, e)x = gx e g , (g, e)X = egXg , (g, e)v = egv 



pour (g, e) G G, x G G , X G g, v G V. On a G C M et, par cette inclusion, G agit sur 
M°. Posons e(V) = [ ^ m ^ +1 ], que Ton considere comme un element de Z/2Z. Notons 
G le sous-groupe des elements (g, e) G G tels que det(g) = e e ( y \ Notons x le caractere 
(g, e) i— ► e de G et, pour tout espace S sur lequel G agit, notons S G ' X le sous-espace 
des elements qui se transforment sous Faction de G selon le caractere x- Pour tout 
espace topologique raisonnable X, on note S(X) l'espace des fonctions sur X a valeurs 
complexes, localement constantes et a support compact, et S'(X) son dual. On a 

Theoreme 1'. L'espace S'(M°) G,X est nul. 

Prouvons que ce theoreme entraine le theoreme 1. On fixe g G G tel que det(g) = 
(— l) e ( y \ On note a l'antiinvolution x \— > gx~ 1 g~ 1 de M°. Le theoreme 1' implique que 
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toute distribution sur M invariante par conjugaison par G est invariante par a. Le 
corollaire 1.1 de [AGRS] s'applique : pour ir et p comme dans le theoreme 1, on a 



Fixons 5 G G tel que det(S) — — 1. On definit 7r*(a:) = 7r(&r6 _1 ). Si dim(W) est impaire, 
on a 7r* ~ 7r ~ 7r 5 . Si dim{W) est paire, on a n* ~ 7r ou 7r* ~ n s . De meme en remplagant 
W et 7r par F et p. On a aussi 



La relation (1) s'ensuit. □ 

Prouvons le theoreme 1'. On a : 

Proposition. Supposons que <S'(M° x W0*>* = {0}. Alors l S / (M°) <5,x = {0}. 

Preuve. Comme dans [AGRS] prop. 4.1, on fixe e G U non nul. Par descente de 
Frobenius, l'hypothese implique que S'(M°) Me ' x = {0}, ou M e est le fixateur de e dans 
M. Ce fixateur est l'ensemble des (m, e) G M tels que m = g © e conformement a la 
decomposition W — V © U, avec g £ G. En introduisant l'element central 6m dans 
M, on a aussi m = eu{g © 1), avec un autre g. La condition (m, e) G M signifie que 
dei(^) = e dim(w)+e(w) _ Qr rfim(VF) + e(W) = e(V) mod 2Z. Done M e est l'ensemble des 
(eM,l)(g,e), avec (<7, e) G G. Puisque (e M , 1) agit trivialement sur M°, on en deduit 
S'(M )^ = {0}. □ 

Desormais, on oublie M et PF et on va prouver S'(G° x \/) G,x = {0}. On prouve 
simultanement S'(q x \/) g,x = {0}. On raisonne par recurrence sur d = dim(V). On le 
verifie immediatement pour d — 1. Pour d = 2, Taction de G sur G° est triviale. On doit 
montrer que S'(V) G ' X = {0}. L'action respecte la forme quadratique. Sur l'ouvert V des 
elements v tels que < v,v >^ 0, les orbites pour G sont les memes que pour G°. On en 
deduit aisement S'(V) G ' X = {0}. Reste l'ensemble T des elements v tels que < v,v >= 0. 
Si la forme quadratique est anisotrope, il est reduit au point et le resultat est clair. 
Sinon, dans une base convenable, e'est l'ensemble des (x,y) tels que xy = 0. Sur T\ {0}, 
on voit qu'un element T G S'(V) G ' X est forcement multiple de la distribution 



avec des mesures de Haar pour la multiplication. Or cette distribution ne se prolonge pas a 
V tout entier en une distribution G°-invariante (e'est l'exemple donne dans l'introduction 
de [AGRS]). Done T est nulle sur r\{0}. Et, comme precedemment, T ne peut pas avoir 
pour support le seul point 0. Done T = 0. Desormais, on suppose d > 3, done le centre 
Z de G° a au plus deux elements. 



Lemme. Soit T G S'(G° x V) G > X , resp. T G S'(g x V) G ' X . Alois le support de T est 
contenu dans ZU x V, resp M x V . 



dim c {Hom G o(j\ G o, p*)dimc(Hom G o({ii*)\ G o, p)) < 1. 



II reste a prouver que 



(1) Hom G o(iT\ G o, p*) ~ Hom G o(ir\ G o, p) ~ Hom G o((n*)\ G o, p). 



Hom G o(rf GO ,p 5 ) = Hom G o(7r\ G o,p). 
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Cf. [AGRS], lemme 4.1 dont on utilise les notations. Soit a G G° semi-simple non 
central. On peut decomposer V en somme orthogonale V = V + © V- © ®ieiVi- Pour tout 
% G /, on a une suite d'extensions Fi/F±i/F, ou [Fj : F±j] = 2. On admet formellement 
le cas oil F/F ± j est "deployee", c'est-a-dire Fj = F ±i © F ±i . L'espace V$ a une structure 
de F-espace vectoriel et est muni d'une forme hermitienne non degeneree. L'element a 
agit par multiplication par 1 sur V+, —1 sur V- et Oj sur V*, ou a« est un element de 
Fj X tel que a« 7^ ±1 et NormF i /F ±i {0'i) = 1- La composante neutre du commutant de 
a dans G° est x G° x n^e/^' ou ^ es son ^ ^ es g rou P es unitaires (en un sens 
approprie si Fj = F±j © F ±i ). Les elements de G° de partie semi-simple a sont produits 
de a et d'elements de ce groupe. L'argument de [AGRS] nous ramene a construire un 
element (g,—l) G G, fixant a, et verifiant la propriete suivante. Considerons T + G 
S'(G° + x V+) G +, T_ G ^(G x et, pour tout % G J, % G <S'(Gj x K) Gi - Alors 

T = T + © T_ © ©ie/Tj est fixe par Taction de (g,— 1). On prend g + G G + tel que 
(g + , —1) G G + , (?_ G G_ tel que —1) G G_ et, pour tout « G /, un automorphisme 
antilineaire de Vi (relativement a l'extension F i /F± i ) preservant la forme hermitienne. 
On prend g = g + x g_ x Ylieidi- D'apres les resultats de [AGRS] pour les groupes 
unitaires ou lineaires, et d'apres l'hypothese de recurrence, l'element (g, —1) fixe T. II 
fixe a. II sufflt de verifier que (g, — 1) appartient a G. Pour tout i 6 I, dimFiVi) est 
pane et det(gi) = (-l)^W)/ 2 . Parce que a G G°, dimiVS) est paire et det(g_) = 
(-l)e(f-) = (_i)*m(y_)/2_ on a rfet(^+) = (-l) e ( y +). Done det(ff) = (-l) e , ou e = 
e{y+) + ^ m( y)-^m(v+) ^ Qr e = e(y) morf 2Z> □ 

Tout element de Z etant invariant par G, on est ramene aux distributions sur li x V, 
que Ton descend par l'application de Cayley aux distributions sur Af x V. Cela nous 
ramene au probleme sur l'algebre de Lie. 

Lemme. Soit T G S'(g x l / ) G '' x . Aiors le support de T est contenu dans gxT. 

Cf. [AGRS] prop. 4.2. On fixe v E V avec < i>, v >^ 0, on va montrer que S'(g) Gv ' x = 
{0}, ouG v est le flxateur de v. Comme dans la preuve de : theoreme 1' implique theoreme 
1, G v est l'ensemble des (ec, l)(gi,e), avec (gi,e) G G±, ou on a ecrit V — V\ © Ff. De 
nouveau, l'element (e©, 1) agit trivialement sur 0, on peut le supprimer. On a q = Qi © Vi 
et Taction de Gi par restriction de celle de G est "la bonne". □ 

On utilise maintenant l'argument de [AGRS] lemme 3.3 et remarque avant le lemme 
3.4. Munissons q de la forme bilineaire symetrique (X,Y) 1— > trace(XY). On definit 
deux transformations de Fourier partielles T 1— > F S T et T 1— > FyT, la premiere sur la 
variable dans g (relativement a la forme ci-dessus), la seconde sur la variable dans V, 
relativement a la forme <.,.>. Elles conservent l'espace S'(g x V) G,X . On a aussi deux 
representations de Weil du groupe metaplectique SL 2 . Soit T G S'(g x V) G,X . Alors T est 
a support dans M et T^T Test aussi. Done T est invariante par la premiere representation 
de Weil. De meme, T est invariante par la seconde representation de Weil. En dimension 
impaire, une representation de Weil ne se descend pas au groupe SL 2) l'element du noyau 
de la projection de SL 2 sur SL 2 agit par multiplication par — 1 et tout invariant est nul. 
Done T est nulle si dim(g) est impaire ou si dim(V) est impaire. On a pose d = dimiV). 
On a dim(g) = d(d — l)/2. Done T est nulle si d est impaire ou si d = 2 morf 4Z. 
On suppose maintenant d = mod 4Z. On utilise la preuve de [AGRS] paragraphe 5. 
Elle montre que le support de nos distributions est contenu dans l'ensemble des (X,v), 
X G Af et v G Q(X). Elle montre aussi qu'il sufflt de fixer X nilpotent et, en notant G x 
son flxateur, de prouver le lemme suivant. On note T 1— > T la transformation de Fourier 
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dans S'(V), similaire a T \— > F V (T). 

Lemme. On suppose d = mod 4Z. Soit T G 5'(l / ) Gx ' x . Supposons T et T a support 
dans Q(X). Alois T = 0. 

Pour demontrer cette assertion, on doit se debarrasser de l'hypothese sur d. On definit 
le sous-groupe GcG forme des (g, e) G (5 tels que det(g) = e d . Remarquons que G = G 
si d = mod 4Z. Le lemme se generalise sous la forme 

Lemme. Soit T G S'{V)^' X . Supposons T et f a support dans Q(X). Alors T = 0. 

Preuve. Le lemme 5.3 de [AGRS] reste valable, en remarquant que, pour des decompositions 

V = V! © V 2 , X = X 1 © X 2 , si (g u -l) G G hXl et (g 2 ,-l) e G 2jX2 , alors (^ 2 , -1) 
appartient a G_ x . Cela nous ramene au cas ou le couple (V, X) est de l'un des types 
suivants. 

l er cas. d est impair, V est muni d'une base (ej)^!,...^, avec < e*, e-,- >= l) l <5j 5 d + i_j 
ou i/ est une constante non nulle, Xti = ej_i pour i > 2, Xei = 0. On decompose 

V = Vi © Vo © V 2 , ou Vi est engendre par les pour i < (d — l)/2, Vo est la droite portee 
par e(d+i)/2 et V 2 est engendre par les pour ? > (d + 3)/2. Introduisons l'application 

- «s(y ) 

/ - /o 

definie par 

/o(«o) = / +Uo)dui- 

Dans [AGRS], les auteurs prouvent qu'il existe R G S'(Vq) telle que T(f) = R(fo) 
pour tout / G II y a un element a G G°, appartenant au tore diagonal, tel que 

aXa" 1 = —X. Posons g = —a. On a (g, — 1) G G x . Faisons agir trivialement cet element 
sur Vo- L'application ci-dessus est alors equivariante pour Taction de (g, —1). Done T est 
invariante par cet element. 

2 eme cas. d = moci 4Z, V est muni d'une base (ej)j=i v .. )( i/2 U (fi)i=i,...,d/2, chaque 
sous-famille engendrant des lagrangiens, on a < e^, fj >= (— ,d/2+i— 

Xei = ej_i, 

X/j = pour i > 2 et Xei = X/i = 0. On decompose V — V\ © V 2 , ou V\ est 
engendre par les et /j pour i < d/A et V 2 est engendre par les et /j pour i > d/4 + 1. 
Dans [AGRS], les auteurs prouvent que T est multiple de la distribution 

/ >-»■ / f(vi)dv!. 

JVi 

II y a un element <? G G°, appartenant au tore diagonal, tel que gXg~ x = —X. L'element 
(g, —1) appartient a G x et fixe la distribution ci-dessus. Done T est invariante par cet 
element. □ 

Remarque. Dans [AGRS], les auteurs considerent aussi le deuxieme cas avec d = 
2 mod 4Z. C'est inutile. Par un changement de base (remplacer et fi par + fi et 
e i — fi), ce cas se ramene a une somme orthogonale de deux couples du premier cas. 

Cela acheve la preuve du theoreme 1'. 

Remarque. On a suppose la caracteristique de F nulle. Selon un travail recent de 
Henniart, la demonstration doit s'etendre au cas ou la caracteristique de F est differente 
de 2. 
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